Алгебраические дроби. Математическая индукция.
Алгебраические дроби. Выражение вида 
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, в котором P(x)   и  Q(x) – многочлены, называется алгебраической дробью. Если числитель дроби имеет степень большую чем степень знаменателя, то такая дробь может быть представлена в виде суммы целой и дробной части. Это можно получить в результате деления  числителя дроби на знаменатель(деление углом). Поэтому мы будем рассматривать алгебраические дроби, в которых степень числителя меньше степени знаменателя. Рассмотрим примеры представления дробей в виде суммы дробей, со знаменателями, которые могут быть представлены как двучлены, неразложимые на области действительных чисел трехчлены и различные степени двучленов. Для решения подобных задач будем использовать метод неопределённых коэффициентов.
Задача 1. Представить в виде суммы простых дробей алгебраическую дробь 
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Знаменатель дроби можно разложить на множители x – x3 = x(1 – x)(1 + x).

Знаменатели простых дробей будут x, 1 – x, 1 + x. Числители будут иметь степень на единицу меньше. Вид представления будет таким: 
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равенства многочленов следует равенство

 

коэффициентов при одинаковых степенях
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получается, что алгебраическую дробь мо

жно разложить на слагаемые
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Задача 2. Представить в виде суммы простых дробей алгебраическую дробь 
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1

.

xx

+



[image: image5.wmf]22

2

11(1)()

, ,

1(1)(1)(1)

 

как и в первом примере
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Можно рассмотреть примеры применения такого разложения в экзаменационных заданиях.
Задача 2. Найти сумму 
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Знаменатели суммы можно разложить на множители:  2 = 1(2, 6 = 2(3, 12 = 3(4, …, 123 = 11(12. и т. д. 

Значит  
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Заменяем каждую дробь в сумме её разложением.
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Задача 3. Найти сумму
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Решение:
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Если алгебраическая дробь может быть представлена в виде 
[image: image11.wmf]()
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, то её можно представить в виде суммы слагаемых следующим образом
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Задача 4. Представить дробь 
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 в виде суммы частных алгебраических дробей.

Решение: 
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[image: image15.wmf] 
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Сравниваем

 алгебраических дробей.
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Задача 5. Представить дробь 
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 в виде суммы алгебраических дробей

Решение:
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Задача 6. Найдите, при каких значениях a и b многочлен x4 + 6x3 + 3x2 + ax + b делится без остатка на многочлен x2 + 4x + 3.
Решение:
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Задача 6. Упростить выражение 
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Решение: 
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Задача 7. Представить в виде суммы 
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Математическая индукция. Принцип математической индукции. Если предложение A(n), где n( N, истинно для n = 1 и из предположения о том, что оно истинно для некоторого натурального числа n = k, вытекает, что оно истинно для следующего числа n = k + 1,  то предложение верно для любого n( N. Доказательство, основанное на принципе математической индукции, называется методом математической индукции. Метод доказательства состоит из двух частей:
1. Проверяется истинность высказывания A(1)

2. Предполагают, A(n) верно при n = k, и доказывают истинность высказывания A(n) при n = k+1. 
После этого утверждается истинность высказывания A(n) для всякого n( N.

Пример 1. 
Выведем формулу сумму кубов натуральных чисел. Будем искать частичные суммы.
13 = 12.
13 + 23 = 9 = ( 1+ 2)2.

13 + 23 + 33 = 36 = (1+ 2+ 3)2
13 + 23 + 33 + 43 = 100 = (1 + 2 + 3 + 4)2
Можно предположить:

 13 + 23 + 33 + 43 + …+ n3 = (1+2+3+…+n)2 . Для суммы  в правой части применяем формулу арифметической прогрессии 1+2+3+…+n = 
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Получаем  13 + 23 + 33 + 43 + …+ n3 = 
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Докажем, что полученная нами формула справедлива, методом математической индукции.

1. Проверим истинность для n = 1.

[image: image30.wmf]22

1(11)

1.

4

×+

=

  - формула справедлива.

2. Предположим, что формула справедлива при n = k.

13 + 23 + 33 + 43 + …+ k3 = 
[image: image31.wmf]22
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Докажем  справедливость формулы при n = k + 1

13 + 23 + 33 + 43 + …+ k3 + (k + 1)3 =  
[image: image32.wmf]22
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Значит 13 + 23 + 33 + 43 + …+ k3 + (k + 1)3 = 
[image: image34.wmf]22

(1)(2)

4

kk

++


Теперь можно утверждать, что формула справедлива.
Ответ. 13 + 23 + 33 + 43 + …+ n3 = 
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При вычислении конечных сумм результат можно вычислить с помощью элементарных преобразований, так как использовали в примерах 2 и 3 предшествующего пункта, а при доказательстве предложений A(n) необходимо использовать метод математической индукции.
Рассмотрим ещё несколько примеров для укрепления навыка:

Пример 2. 
Найти сумму 
[image: image36.wmf]111
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Разложим алгебраическую дробь  
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Используем полученный вывод для суммы Sn.
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Докажем справедливость формулы 
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1. Проверим истинность для n = 1.
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 - справедлива.

2. Предположим, что формула справедлива при n = k.
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Докажем  справедливость формулы при n = k + 1
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Ответ. 
[image: image43.wmf]111
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Пример 3. 
Найти сумму 
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Представим алгебраическую дробь
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  в виде суммы 
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Применяя метод неопределённых коэффициентов, найдем значения: A, B, C.
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Получим разложение дроби слагаемые     
[image: image49.wmf]11121
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Применяем полученную формулу разложения дроби на слагаемые к сумме Sn.
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Докажем справедливость формулы методом математической индукции

 1. Проверим истинность для n = 1.   
[image: image52.wmf]1
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 2. Предположим, что формула справедлива при n = k.
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Докажем  справедливость формулы при n = k + 1
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Формула доказана полностью.
Ответ. 
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Пример 4.  Найти сумму 
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Представим алгебраическую дробь 
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 Применяя метод неопределённых коэффициентов, найдем значения: A, B, C.
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Получим разложение дроби слагаемые     
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Применяем полученную формулу разложения дроби на слагаемые к сумме Sn.
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Легко видеть, что после сокращения в скобках останутся только  
[image: image63.wmf]111
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Докажем справедливость формулы методом математической индукции

 1. Проверим истинность для n = 1.   
[image: image65.wmf]1
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 2. Предположим, что формула справедлива при n = k.
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   Докажем  справедливость формулы при n = k + 1
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Формула доказана полностью.

Ответ. 
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Пример 5.  Вычислить суммуSn =  
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Разложим  алгебраическую дробь 
[image: image71.wmf]1
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Приравняем равные коэффициенты при одинаковых степенях
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Применяем способ разложения на слагаемые  для всей суммы.
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Докажем справедливость  полученной формулы методом математической индукции

1. Проверим истинность для n = 1.    
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 равенство для n = 1. 

2. Предположим, что формула справедлива при n = k.


[image: image82.wmf]111

...

1559(43)(41)41

k

k

S

kkk

=+++=

××-++


Докажем  справедливость формулы при n = k + 1

[image: image83.wmf]2

1

11111451

...

1559(43)(41)(41)(45)41(41)(45)(41)(45)

(1)(41)1

.

(41)(45)45

k

kkk

S

kkkkkkkkk

kkk

kkk

+

++

=++++=+==

××-++++++++

+++

==

+++


Формула доказана полностью.
Ответ. 
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